
Машиностроение, машиноведение и энергетические системы 

 

 

 

 © А. И. Артюнин, О. Ю. Суменков, 2019 53 

 53 

 53 

 53 

Modern technologies. System analysis. Modeling, 2019, Vol. 63, No. 3 

УДК 621.01 DOI: 10.26731/1813-9108.2019.3(63).53–58 

 

А. И. Артюнин 1, О. Ю. Суменков 2 

 
1 Иркутский государственный университет путей сообщения, г. Иркутск, Российская Федерация 
2 Томский политехнический университет, г. Томск, Российская Федерация 

Дата поступления: 30 мая 2019 г. 

 

УЧЕТ СИЛ СОПРОТИВЛЕНИЯ В ОПОРАХ МАЯТНИКОВ ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ 

ПРОЦЕССА АВТОМАТИЧЕСКОЙ БАЛАНСИРОВКИ РОТОРОВ 

 
Аннотация. При моделировании процесса автоматической балансировки роторов с помощью маятниковых автоба-

лансиров или при исследовании эффекта «застревания» маятников на вращающемся валу механической системы важное зна-

чение приобретает знание характера сил сопротивления в опорах маятников. В ранее опубликованных работах, посвященных 

автоматической балансировке роторов с помощью маятников, принималось, что момент сил сопротивления в опорах маят-

ников пропорционален их относительной скорости, то есть носит характер «вязкого» трения. Однако при увеличении скоро-

стей вращения роторов возникает необходимость учитывать радиальную нагрузку в опорах маятников, влияющую на сопро-

тивление движению маятников и тем самым на процесс автоматической балансировки. В настоящей работе предлагается 

использовать гипотезу о том, что момент сил сопротивления в опоре маятника складывается из момента сил сопротивления 

пропорционального относительной скорости маятника на вращающемся валу («вязкое» трение) и момента сил сопротивления 

пропорционального радиальной нагрузке в опоре маятника («сухое» трение). Описан оригинальный и одновременно простой 

способ экспериментального определения коэффициента «вязкого» момента трения с помощью линейки и цифрового фотоап-

парата. Наиболее приближенной к реальным конструкциям является модель, в которой маятник установлен с возможностью 

свободного вращения на валу ротор, жестко закрепленного в корпусе на упругих опорах. Для этих моделей, где движение ма-

ятника является сложным, предложены схемы и формулы для расчета радиальной нагрузки в опоре маятника при разгоне и 

стационарном режиме движения ротора с учетом кориолисовой силы инерции. 
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TAKING CONSIDERATION OF RESISTANCE FORCES IN THE PENDULUM SUPPORTS WHEN 

STUDYING THE PROCESS OF AUTOMATIC BALANCING OF THE ROTORS 

 
Abstract. When modeling the process of automatic balancing of rotors with the help of pendulum auto-balancers or studying the 

“sticking” effect of a pendulum on a rotating shaft of a mechanical system, it is important to know the character of the resistance forces 

in the pendulum supports. In the previously published works on automatic balancing of rotors with the help of pendulum it was accepted 

that the moment of resistance forces in the pendulum supports proportional to the relative velocity, that is has the character of "viscous" 

friction. But at velocity increase of rotors revolution it is necessary to consider real load in the pendulum supports, influencing the pen-

dulum motion resistance and so the automatic balancing process. The hypothesis used in the present work is that the moment of re-

sistance forces in the pendulum supports consists of the moment of resistance forces proportional to the relative velocity of the pendulum 

on rotating shaft ("viscous" friction) and the moment of resistance forces proportional to the radial load on the support ("dry" friction). 

Both original and simple method of determining the "viscous" friction coefficient with the help of a ruler and a digital camera is de-

scribed. The model with a pendulum capable of free rotation on the shaft of a rotor permanently attached in a body frame at resilient 

supports is the closest to really existing constructions. Diagrams and formulas are suggested for the models with the complicated pendu-

lum motion to calculate the radial load in the pendulum support both at acceleration and under stabilized conditions of rotor motion 

considering Coriolis inertia force. 

Keywords: pendulum, bearing, moment of friction, radial load, angular velocity, friction coefficient. 

 

Введение 

При моделировании процесса автоматиче-

ской балансировки роторов с помощью маятнико-

вых автобалансиров или при исследовании эффек-

та «застревания» маятников на вращающемся валу 

механической системы, важное значение приобре-

тает знание характера сил сопротивления в опорах 

маятников. В ранее опубликованных работах [1-5], 

посвященных автоматической балансировке рото-

ров с помощью маятников, принималось, что мо-

мент сил сопротивления в опорах маятников про-

порционален их относительной скорости, то есть 

носит характер «вязкого» трения. Однако при уве-

личении скоростей вращения роторов возникает 
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необходимость учитывать радиальную нагрузку в 

опорах маятников, влияющую на сопротивление 

движению маятников и тем самым на процесс ав-

томатической балансировки. 

 Одним из способов установки маятников на 

валу ротора является его крепление с помощью 

подшипников качения. Например, конструкция 

маятникового балансира в экспериментальных ра-

ботах [6, 7] представляла собой подшипник каче-

ния, внутреннее кольцо которого устанавливалось 

на валу, а на внешнем кольце устанавливалась 

втулка со стержнем для крепления массы маятни-

ка, как показано на фотографии (рис. 1). Очевид-

но, что в этом случае при больших скоростях вра-

щения ротора необходимо учитывать и сопротив-

ление относительному движению маятника и тре-

ние от радиальной нагрузки в самом подшипнике. 

Рис. 1. Фотография маятников автобалансира, 

установленных на валу ротора с помощью  

подшипников качения 

Выбор гипотезы о характере момента 

трения в подшипнике качения 

маятника на вращающемся валу 

Сопротивление в подшипниках качения, как 

отмечается в работах [8-12] и других, носит слож-

ный характер и складывается из трения качения 

шариков по беговой дорожке, трения скольжения 

тел качения, трения в сепараторе, трения в сма-

зочном слое, трения, обусловленного особенно-

стями конструкции и режимами работы. Все эти 

составляющие сопротивления в подшипниках дей-

ствуют одновременно и совокупно, зависят от ря-

да факторов. Поэтому при решении инженерных 

задач часто используют ту или иную гипотезу, ос-

нованную на наблюдениях и экспериментах, поз-

воляющую получить несложные, но оправдавшие 

себя на практике, зависимости. В ряде работ [8, 9, 

11] для определения момента трения в подшипни-

ке качения рекомендуют формулы, состоящие из 

двух слагаемых, один из которых представляет 

собой момент трения, зависящий от угловой ско-

рости вала, а второй – момент трения, зависящий 

от нагрузки. Опираясь на эти работы, а также ис-

ходя из собственных наблюдений, примем гипоте-

зу о том, что полный момент трения М в опорах 

маятников автобалансира складывается из момен-

та трения М1, пропорционального относительной 

скорости движения маятника по отношению к ва-

лу («вязкое» трение), и момента трения М2, про-

порционального радиальным нагрузкам в под-

шипнике («сухое» трение): 

М = М1 + М2,                       (1) 

где 𝑀1 = 𝜇1(𝜔 − 𝜑)̇ ;

𝑀2 = 𝜇2𝑅
𝑑

2
  (2) 

Здесь ω – угловая скорость вала; φ̇ – угловая 

скорость маятника; R – радиальная нагрузка; d – 

диаметр внутреннего кольца подшипника; μ1 – ко-

эффициент «вязкого» трения; μ2 – коэффициент 

«сухого» трения. 

Формулу 𝑀2 = 𝜇2𝑅
𝑑

2
  рекомендуется приме-

нять при нормальных условиях роботы для экви-

валентной нагрузки R ≈ 0,1 С , где С – динамиче-

ская груоподъемность подшипника [8-10]. Для од-

нородных шариковых подшипников табличное 

значение μ2 = 0,0015. 

Таким образом, для использования формулы 

(1) при исследованиях и расчётах движения маят-

ника автобалансира на валу ротора необходимо 

определить коэффициент μ1 и радиальную эквива-

лентную нагрузку R. 

Экспериментальное определение  

коэффициента трения μ1 подшипника  

качения маятника автобалансира 

Используя схему на рис. 2, получим форму-

лу для определения коэффициента μ1. На рис. 2 

изображен однородный стержень длиной l и мас-

сой m. Стержень шарнирно подвешен в точке О. 

расстояние от точки О до центра масс С равно а. 

x

y
О

ϕ 

M1

C

G

l

a

Рис. 2. Расчетная схема для экспериментального 

определения коэффициента трения μ1 

Колебания стержня под действием силы тя-

жести будем описывать с помощью угла φ, отсчи-

тываемого от вертикали против часовой стрелки. 

.
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Момент сопротивления в шарнире примем равным 

𝑀1 = μ1φ̇, где μ1 – коэффициент трения; φ ̇ – угло-

вая скорость маятника-стержня. Уравнение коле-

баний стержня при малых углах поворота φ с уче-

том момента сопротивления в опоре имеет вид: 

𝐽φ̈ + μ1 φ̇ + 𝑚𝑔𝑎φ = 0  или  φ̈ + 2𝑛 φ̇ + 𝑘1
2φ = 0,

где 2𝑛 = μ1 𝐽⁄  ;    𝑘1
2 =  𝑚𝑔𝑎 𝐽⁄  ; 𝐽 =

1

3
𝑚𝑙2.

Решение этого уравнения имеет вид: 

φ = 𝐴𝑒−𝑛𝑡 sin(𝑘1𝑡 + 𝑑).
Запишем отношения отклонений стержня φ1 

в момент времени t и отклонения стержня φ11 в 

момент времени t + 10T, где T – период колебаний: 
𝜑1

𝜑11
= 𝑒10𝑛𝑇  или   𝑙𝑛

φ1

φ11
= 10𝑛𝑇

Тогда коэффициент трения μ1 равен: 

μ1 =
𝐽ln(φ1 φ11)⁄

5𝑇
 (3) 

На рис. 3 приведена фотография устройства 

для экспериментального определения коэффици-

ента трения μ1. Устройство представляло собой 

электродвигатель, на валу которого с помощью 

подшипника 1 устанавливался маятник 2. К маят-

нику жестко прикреплен длинный стержень 3, мо-

мент инерции которого относительно точки под-

веса J определялся заранее. Вал электродвигателя 

не вращался, стержень при отклонении совершал 

затухающие колебания под действием силы тяже-

сти и момента сопротивления. Амплитуды коле-

баний стержня оценивались с помощью линейки 4. 

Отклонения маятника фиксировались цифровым 

фотоаппаратом 5. Фотографирование осуществля-

лось в один из моментов наибольшего отклонения 

стержня и через 10 полных колебаний. На этих 

двух фотографиях с помощью линейки измерялись 

отклонения стержня (масштаб здесь не обязате-

лен), а период колебаний фиксировался в цифро-

вом фотоаппарате. 

Рис. 3. Устройство для определения коэффициента 

трения k1 в подшипнике качения: 

1 – подшипник качения; 2 – маятник; 3 – стержень с 

известным моментом инерции; 4 – линейка с милли-

метровыми делениями; 5 – цифровой фотоаппарат 

Зная отношения отклонений, момент инер-

ции стержня, период колебаний, вычислялся ко-

эффициент μ1. Для подшипника маятника, кото-

рый исследовался в работах [7], коэффициент μ1 = 

0,0015 Н∙м∙с. Относительная погрешность измере-

ний определялась как наибольшее отклонение от 

среднего при 20 измерениях и составила δ1 = 2,1 

%. Так как абсолютная погрешность есть погреш-

ность средств измерений, а погрешность цифрово-

го фотографирования ничтожна, то к ней отнесены 

погрешность линейки и погрешность измерения 

массы и размеров стержня при расчёте его момен-

та инерции. Эта погрешность составила δ2 = 3,0 %. 

Определение радиальной эквивалентной 

нагрузки подшипника качения маятника  

на вращающемся валу 

Величина радиальной эквивалентной 

нагрузки на подшипник качения маятника опреде-

ляется в основном центробежной силой маятника, 

которая определяется по формуле: Фц = 𝑚𝑙φ̇2, где

m, l – соответственно масса и длина маятника; φ ̇ – 

угловая скорость маятника. Однако подшипник 

может испытывать дополнительные нагрузки, свя-

занные с переносным вращением вала ротора при 

разгоне, переносным движением механической 

системы (рис. 4.) и относительным движением ма-

ятника. 

Рис. 4. Динамическая модель механической системы 

с маятником на вращающемся валу: 1 – ротор элек-

тродвигателя; 2 – корпус электродвигателя; 3 – маят-

ник; 4 – опорная пластина; 5 – упругие невесомые опо-

ры; 6 – демпферы 

Переносным движением для маятника на 

рис. 4 при разгоне будет вращение вала ротора с 

угловой скоростью ω и угловое движение корпуса 

с угловой скоростью θ̇. Так как угол поворота ма-

ятника является независимой обобщенной коор-

динатой, то угловая скорость маятника 𝜑 ̇  является 

абсолютной, то есть: φ̇ = ω + θ̇ − 𝜑̇отн или φ̇отн =

ω + θ̇ − φ̇. Тогда относительная скорость маятни-

.

.
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ка: 𝑉отн = 𝑙(ω + θ̇ − φ̇). В этом случае система

сил, приложенных к маятнику будет состоять из 

трех сил (рис. 5 а): центробежной силы Фц =

𝑚𝑙φ̇2; кориолисовой силы инерции Фк =

2𝑚𝑙ω(ω + θ̇ − φ̇) и силы тяжести G. Кориолисова 

сила инерции при любом положении маятника бу-

дет направлена к валу в обратную сторону цен-

тробежной силы. Радиальная эквивалентная 

нагрузка на подшипник будет равна: 

𝑅 = 𝑚𝑙φ̇2 − 2𝑚𝑙ω(ω + θ̇ − φ̇).

Другая система сил будет действовать на 

маятник при установившемся движении, когда 

φ ̇ = ω, тогда переносным будет поворотное дви-

жение корпуса с угловой скоростью θ̇ (рис. 5 б), 

здесь:  

φ̇отн = ω − θ̇; 𝑉отн = 𝑙(ω − θ̇); Фк = 2𝑚𝑙ω(ω − θ̇)
Кориолисова сила инерции также направлена в 

обратную сторону центробежной силы. Радиаль-

ная эквивалентная нагрузка будет равна: 

𝑅 = 𝑚𝑙ω2 − 2𝑚𝑙θ̇(ω − θ̇).

а 

б 
Рис. 5. Система сил, действующая на маятник 

Система сил при разгоне (а) и при устано-

вившемся движении (б) для динамической модели 

приведена на рис. 5. Другая система сил будет 

действовать на маятник при установившемся дви-

жении, когда φ ̇ = ω, тогда переносным будет по-

воротное движение корпуса с угловой скоростью θ̇ 

(рис. 5 б), здесь: 

φ̇отн = ω − θ̇; 𝑉отн = 𝑙(ω − θ̇); Фк = 2𝑚𝑙ω(ω − θ̇)
Кориолисова сила инерции также направлена в 

обратную сторону центробежной силы. Радиаль-

ная эквивалентная нагрузка будет равна: 

𝑅 = 𝑚𝑙ω2 − 2𝑚𝑙θ̇(ω − θ̇).

Из-за малой длины и малой массы маятника 

можно пренебречь знакопеременным моментом и 

знакопеременной нагрузкой в опоре от действия 

силы тяжести маятника. Как показывает расчёт 

влияния силы тяжести на момент сопротивления и 

радиальной нагрузки в опоре не превышает 0,5 %. 

Таким образом, для механической системы, 

имеющей угловое перемещение, эквивалентная 

радиальная нагрузка на подшипник маятника 

определяется по формулам: 

при разгоне 𝑅 = 𝑚𝑙φ̇2 − 2𝑚𝑙ω(ω + θ̇ − φ̇);

при установившемся движении 

𝑅 = 𝑚𝑙ω2 − 2𝑚𝑙θ̇(ω − θ̇).

Если корпус совершает поступательное дви-

жение, то: 

при разгоне 𝑅 = 𝑚𝑙φ̇2 − 2𝑚𝑙ω(ω − φ̇);

при установившемся движении 𝑅 = 𝑚𝑙ω2.

Заключение 

Получено выражение для момента трения в 

опорах маятников автобалансира, представляюще-

го собой сумму момента пропорционального от-

носительной угловой скорости маятника («вязкое» 

трение) и момента пропорционального радиальной 

нагрузке в опоре маятника («сухое» трение). По-

лученное выражение дает возможность проводить 

исследования процесса автоматической баланси-

ровки роторов [12] или процесс разгона маятника 

при изучении эффекта «застревания» маятника на 

вращающемся валу механической системы [13, 

14]. Проведенные вне рамок данной статьи расче-

ты автобалансировочного процесса неуравнове-

шенного ротора с помощью маятников подтверди-

ли правильность выбранного способа учета сил 

сопротивления в опорах маятников на вращаю-

щемся валу. 
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