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Резюме 

Транспортное моделирование связано с оптимизацией (поиском наилучшего из возможных решений) транспортной се-

ти. Данное исследование направлено на полное удовлетворение грузового спроса в рамках ограничений производствен-

ных мощностей при минимально возможных затратах. Рассмотрена постановка задачи транспортной модели относи-

тельно критериев оптимизации (стоимости, времени). Приведены основные алгоритмы, позволяющие находить базовые 

решения методами Фогеля, северо-западного угла, наименьшей стоимости, двойного предпочтения, а также методом 

потенциалов и распределительным методом поиска оптимального решения. Представлены базовые алгоритмы поиска 

начального пути. По результатам тестирования наименьшие транспортные затраты показал метод Фогеля, который счи-

тается наиболее трудозатратным, но план перевозок, построенный этим способом, часто близок или является оптималь-

ным. С помощью протестированных методов построения первоначального плана можно получить опорный план. Для 

поиска оптимального решения применялись распределительный метод и метод потенциалов. Результаты тестирования 

показали, что оба метода при нахождении оптимального решения дали одинаковые значения. В результате можно сде-

лать вывод, что при решении транспортных задач могут применяться различные методы линейного программирования, 

но результативность их будет зависеть от таких факторов, как особенности перевозок, ограничения, используемая целе-

вая функция и др. Тестирование методов транспортного планирования позволяет найти оптимальное решение путем 

применения итеративного процесса. Это значительно снижает сложность и трудозатраты на проведение расчетов и до-

пускает применение методов оптимизации при моделировании транспортной сети и транспортном планировании. 
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Abstract 

Transport modeling is associated with the optimization (finding the best possible solution) of the transportation network. This 

research aims to fully satisfy the freight demand within the limits of production capacity at the lowest possible cost. Is conciders 

the statement of the problem of the transport model with respect to optimization criteria (cost, time). The main algorithms are 

presented that allow finding basic solutions using Vogel’s methods, methods of northwest corner, least cost, double preference, 

as well as the potential method and the distribution method for finding the optimal solution. Basic algorithms for finding the ini-

tial path are presented. According to the test results, the lowest transport costs were shown by the Vogel’s method, which is con-

sidered the most labor-intensive, but the transportation plan constructed using this method is often close to or is optimal. Using 

tested methods for constructing an initial plan, a basic plan can be obtained. The distribution method and the potential method 

were used to find the optimal solution. Testing has shown that both the potential method and the distribution method gave the 

same values when finding the optimal solution, regardless of the initial solution method. As a result, we can conclude that it is 

possible to apply various methods of linear programming when solving transport problems, but their effectiveness will depend on 

many factors, such as the characteristics of transportation, restrictions, the used objective function and others. Testing transport 
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planning methods makes it possible to find the optimal solution by applying an iterative process. This significantly reduces the 

complexity and labor costs of calculations, and assumes the use of optimization methods in modeling the transport network and 

transport planning. 
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Введение 

Задачи оптимизации транспортного процесса отно-

сят к подклассу линейного программирования, цель 

которых состоит в транспортировке определенного 

количества однородного продукта из транспортных 

терминалов (складов) в пункты назначения таким об-

разом, чтобы минимизировать общие транспортные 

расходы. Транспортное моделирование в первую оче-

редь связано с оптимизацией (поиском наилучшего из 

возможных решений) транспортной сети [1–6]. Цель 

транспортного исследования – полное удовлетворение 

пункта назначения в грузах в рамках ограничений 

производственных мощностей при минимально воз-

можных затратах. Когда происходит физическое пере-

мещение товаров от места производства к конечным 

потребителям через различные каналы распределения 

(оптовые фирмы, розничные продажи, дистрибьюто-

ры), возникает необходимость минимизации затрат на 

транспортировку для увеличения прибыли [7–9]. Зада-

ча направлена на установление потребности в доставке 

конкретного продукта из точки отправления в точку 

назначения для удовлетворения общего спроса при 

сведении затрат на транспортировку к минимуму. 

Стоимость доставки от точки отправления до точки 

назначения прямо пропорциональна количеству от-

груженных единиц.  

Задача сформулирована так, что целевая функ-

ция и все ограничения являются линейными.  

 
Исследования методов решения  

транспортных задач 

Решать транспортные задачи в зависимости от 

имеющихся исходных данных и целей исследования 

можно несколькими способами: симплексным мето-

дом (начальное базовое решение, т. е. с использова-

нием правила северо-западного угла, наименьшей 

стоимости или приближения), методом минимиза-

ции затрат [10, 11].  

В 1955 г. был разработан венгерский метод, ко-

торый представляет собой комбинаторный алгоритм 

оптимизации. Первоначально этот метод применял-

ся для распределения группы людей по местам при-

ложения труда [12].  

В 1980 г. предложено решение задачи распреде-

ления жидкого груза в таре с помощью трехэтапной 

логистической системы. За счет распределения в 

виде модели целочисленного программирования с 

целевой функцией минимизации эксплуатационных 

расходов парка и затрат на доставку с учетом огра-

ничений спроса и предложения, грузоподъемности 

подвижного состава и учета графика работы водите-

ля [13, 14].  

В 1989 г. был представлен алгоритм решения 

транспортной задачи с использованием метода 

Гаусса – Джордано, который применялся в сим-

плекс-методе с постоптимальным анализом транс-

портной задачи [10].  

В 1999 г. предложили решение многоцелевой 

транспортной задачи, в которой стоимостные коэф-

фициенты целевых функций, а также параметры 

пункта отправления и назначения задаются как ин-

тервальные значения. Они преобразовали ограниче-

ния с параметрами пунктами отправления и назна-

чения в детерминированные, решив эквивалентно 

преобразованную задачу методом нечеткого про-

граммирования [15].  

В 2006 г. была представлена методология для 

оптимального планирования автомобильных пере-

возок на дальние расстояния посредством объеди-

нения заказов клиентов в перевозки с полной или 

меньшей загрузкой транспортных средств для ми-

нимизации общих транспортных расходов. Было 

доказано, что методы эволюционных вычислений 

могут быть эффективны в тактическом планирова-

нии транспортной деятельности. Модель показыва-

ет, что существенная экономия на общих транс-

портных расходах может быть достигнута путем 

применения методологии в реальном жизненном 

сценарии [16].  

В 2010 г. решена задача минимизации затрат 

времени с нечеткими параметрами. Нечеткое пара-

метрическое программирование использовалось для 

устранения неточностей, и результирующая много-

критериальная проблема была решена с помощью 

целевого подхода.  

В 2013 г. изучена минимизация складских и 
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транспортных затрат при оптимизации цепочки по-

ставок. Результаты, полученные с помощью моде-

лей транспортировки, показывают, что отдельные 

стратегии региональных центральных запасов более 

рентабельны [17].  

В 2015 г. проведены исследования касательно оп-

тимизации транспортных расходов на логистических 

предприятиях с ограничениями «временного окна». В 

основе исследований лежит модель решения много-

критериальной задачи выбора маршрута с мягкими 

ограничениями временного интервала, которые опре-

деляют самое раннее и позднее время прибытия гру-

за. В модели минимизированы общие транспортные 

расходы, требуемый размер автопарка, что также 

учитывает заданные ограничения вместимости каж-

дого транспортного средства. Общая стоимость 

транспортировки состоит из прямых, дополнитель-

ных и штрафных затрат. Эта многокритериальная 

оптимизация решается с помощью модифицирован-

ного генетического алгоритма. Результатом работы 

алгоритма является набор оптимальных решений, 

которые представляют собой компромисс между об-

щей стоимостью перевозки и размером парка, необ-

ходимого для обслуживания клиентов [18].  

 
Модель 

Одно из наиболее важных приложений линейно-

го программирования – формулировка и решение 

транспортной задачи. Рассмотрим задачу определе-

ния оптимального графика доставки одного груза 

между пунктами отправления и назначения.  

Цель исследования состоит в определении коли-

чества груза, которое должно быть перевезено из 

пункта отправления i в пункт назначения j для пол-

ного удовлетворения спроса с минимальными стои-

мостными затратами. 

Пусть  – количество груза, перевезенного 

из пункта отправления i в пункт назначения j. Рас-

смотрим общую постановку задачи. 

Общая стоимость перевозки 

, 

при условии поставки 

. 

Спрос по направлению 

, 

, 

где Z – минимизированные общие транспортные 

затраты; Cij – затраты на единицу груза от пункта 

отправления i до пункта назначения j; Xij – количе-

ство единиц груза, перевезенных из пункта отправ-

ления i в пункт назначения j; ai – «предложение» в 

пункте отправления i; bi – «спрос» в пункте назна-

чения j. 

Модель считается сбалансированной, если пред-

ложение равно спросу  . В про-

тивном случае модель не сбалансирована 

 . 

Обозначим m – количество строк, n – количество 

столбцов; ограничения – m + n; распределения – (m 

+ n – 1). 

Алгоритм расчета модели сводится к следующему:  

1. Определение начального базового возможного 

решения. Чаще всего на этом этапе используется 

любой из методов северо-западного угла, метод 

наименьшей стоимости, метод аппроксимации Фо-

геля для нахождения начального базового решения. 

2. Условие оптимальности. Если решение опти-

мально, итерация останавливается, в противном 

случае происходит переход к 3 этапу. 

3. Поиск оптимального решения. Использование 

любого метода поиска оптимального решения. 

Общепринятая схема представления данных 

транспортной задачи приведена в табл. 1. 

 

Таблица 1. Массив данных  

Table 1. Data array 

                D1                          D2                                             Поставка 
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Алгоритмы начального решения 

Решение транспортных задач начинается с выбо-

ра алгоритма выбора первоначального оптимально-

го плана.  

 
Методы построения оптимального 

начального плана 

Метод северо-западного угла: 

1. Выбор ячейки в северо-западном углу транс-

портной таблицы. В зависимости от спроса и пред-

ложения производится распределение груза. 

2. Как только потребность удовлетворена, про-

исходит перемещение к следующей ячейке во вто-

ром столбце. 

3. Если запас для первой строки исчерпан, пере-

ходим к первой ячейке во второй строке. 

4. Процесс продолжается, пока не будут удовле-

творены все значения спроса и предложения. 

Метод наименьшей стоимости: 

1. Исследование матрицы затрат и выбор ячейки 

с минимальной стоимостью, а затем в нее происхо-

дит максимальное распределение. Если такая ячейка 

не уникальна, выбирается любая. 

2. Вычеркивается удовлетворяющая условиям 

строка или столбец. Если условие одновременно 

выполняется в столбце и строке, вычеркивается что-

то одно. 

3. Записывается сокращенная транспортная таб-

лица и повторяется процесс с пункта 1 до 2, пока не 

останется одна строка или столбец. 

 

Метод аппроксимации Фогеля: 

1. Для каждой строки и столбца происходит 

нахождение штрафа, равного разнице затрат в стро-

ке или столбце. 

2. Происходит поиск строки / столбца с наиболь-

шим штрафом и присвоение максимально возможного 

значения переменной, имеющей наименьшую стои-

мость доставки в этой строке или столбце. 

3. При удовлетворении условию – строка или 

столбец вычеркиваются. 

4. Поиск новых штрафов происходит до момента 

пока останется одна строка или столбец. 

 

Метод двойного предпочтения: 

1. Выбор ячейки с наименьшей стоимостью в 

каждой строке и столбце.  

2. В выбранные на первом этапе ячейки поме-

щают максимальные объемы перевозок. 

3. Распределение загрузки по ячейкам с мини-

мальной стоимостью. В оставшейся части таблицы 

перевозки распределяют по наименьшей стоимости. 

Проведем тестирование вышеприведенных спо-

собов на матрицах разной размерности. 

Ниже приведена матрица затрат размерностью 

3×4 (табл. 2). Решение проводилось для матриц раз-

ной размерности (3×4; 3×5; 3×6). 

Таблица 2. Матрица затрат 

Table 2. Cost matrix 

  Пункт назначения  

  Г Д Е Ж Предложение 

Пункт 

отправления 

А 17 20 18 5 130 

Б 30 35 10 6 70 

В 34 35 21 14 50 

Спрос 70 40 30 150 250 

 

По итогам тестирования начальных решений 

разными методами наименьшие транспортные за-

траты были достигнуты при применении метода 

Фогеля (табл. 3). 

 

Таблица 3. Результаты начального решения  

с применением различных способов 

Table 3. Results of the initial solution using  

different methods 
№ 

п/п 
Размерность 1 2 3 4 

1 3×4 3 330 3 670 4 130 4 130 

2 3×5 3 150 3 510 4 250 4 250 

3 3×6 3 110 3 410 4 150 4 150 

Примечание. 1 – метод Фогеля; 2 – метод северо-

западного угла; 3 – метод наименьшей стоимости; 4 

– метод двойного предпочтения. 

 

Получив первоначальные решения, проведем те-

стирование на примере метода потенциалов и рас-

пределительного метода (табл. 4). 

 

Таблица 4. Результаты оптимального  

решения с применением метода потенциалов  

и распределительного метода 

Table 4. Results of the optimal solution using the 

potential method and distribution method 

№ 

п/п 
Размерность 1 2 3 4 

1 3×4 3 330 3 330 3 330 3 330 

2 3×5 3 150 3 150 3 150 3 150 

3 3×6 3 110 3 110 3 110 3 110 

 

Результаты тестирования показали, что и метод 

потенциалов, и распределительный метод дали одни 

и те же значения при нахождении оптимального 

решения (см. табл. 4) вне зависимости от метода 

начального решения. 

 
Заключение 

Для нахождения начального решения транспорт-
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ной задачи были использованы метод Фогеля, севе-

ро-западного угла, метод наименьшей стоимости и 

двойного предпочтения. В результате проведенных 

расчетов метод Фогеля, который считается наиболее 

сложным в практическом применении, дал опти-

мальные результаты.  

Применив протестированные методы построения 

первоначального плана, можно получить опорный 

план. Для поиска оптимального решения применял-

ся распределительный метод и метод потенциалов. 

Недостатком распределительного метода является 

необходимость построения циклов пересчета в те-

чение всего итеративного процесса, что при боль-

ших размерах матрицы оказывается трудоемким. 

В результате можно сделать вывод, что процесс 

планирования и распределения грузовых потоков 

относительно известного спроса и предложения 

возможно производить посредством линейного про-

граммирования.  

Транспортное планирование с применением итера-

тивного процесса позволяет найти оптимальное реше-

ние в зависимости от поставленного критерия (макси-

мизация прибыли или минимизация затрат), что зна-

чительно снизит сложность и трудоемкость работ. 
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